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RESUMEN

Se estudian las caracteristicas del funcionamiento de

un balistocardid-

grafo (bcg) de frecuencia natural ultra baja (0,15 ¢/s), con amortiguacion por
roce coulombiano. En vista que todos los beg descritos hasta ahora utilizan una
amortiguacién viscosa, se presentan problemas tedricos que se estudian en forma

analitica y analégica.

El andlisis comprende dos grados de aproximacion a la solucién del

problema.

Se verifican algunos de los resultados que se obtuvieron analiticamente
utilizando un computador electirénico analégico, en el que se registra el “des-
plazamiento” estacionario del beg cuando el sistema es excitado con distintas

frecuencias.
INTRODUCCION

En el transcurso de los ultimos afos se
han disehado y construido numerosos ba-
listocardidgrafos (bcg), tanto de alta co-
mo de baja frecuencia, con el propésito
de medir indirectamente los desplaza-
mientos de la masa sanguinea durante la
descarga sistolica, asi como la velocidad
y la aceleracién que la actividad del co-
razéon imprime a la masa corporal.

En el presente trabajo se estudian las
caracteristicas del funcionamiento de un
beg de ultra baja frecuencia, en el que
se registra el desplazamiento ciclico de
la mesa balistocardiografica debido al
movimiento de la masa del sujeto con res-
pecto a su baricentro, producido a su vez
por el desplazamiento de la sangre desde
el ventriculo izquierdo hacia el sistema
arterial (ley de accién y reaccién y prin-
cipio de d’Alembert). De este modo es
teoricamente posible determinar —por
un método indirecto— el volumen sisto-
lico expulsado por el ventriculo izquier-
do en el hombre en reposo, tal como lo
han propuesto Klensch y Eger (1).

El presente trabajo se refiere en par-
ticular a un beg de frecuencia natural
igual a 0,15 ciclos por segundo (c/s), con
la mesa suspendida segun el modelo des-
crito por Henderson (2) en 1905. Ade-
mas se ha ensayado por primera vez una
amortiguacion coulombiana (roce seco),
que se diferencia fundamentalmente de
la amortiguacidon viscosa utilizada en to-
dos los beg construidos hasta el momen-
to.

Finalmente es interesante senalar que
los resultados obtenidos acerca del beg
con el método analitico han sido compa-
rados ccn aquellos encontrados simulan-
do las caracteristicas fisicas del bcg en
un computador analogo electronico.

El comportamiento del beg de frecuen-
cia natural muy baja (igual a 0,15 c/s)
sera estudiado particularmente con el ob-
jeto de determinar la amplitud de la res-
puesta del beg y el desfasaje que se pro-
duce entre el desplazamiento ciclico del
baricentro y la mesa balistocardiografica,
cuando varia la frecuencia de la oscila-
cion del baricentro.
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El plan de trabajo comprende etapas
de complejidad creciente del problema.

SE CONSIDERA QUE LA MASA CORPORAL Y LA
MESA BALISTOCARDIOGRAFICA ESTAN
UNIDAS RIGIDAMENTE ENTRE SI

A continuacidn se utilizaran los siguien-
tes simbolos:

x.(t) desplazamiento del centro de
gravedad del sujeto en estudio.

x(t) desplazamiento del beg.

m, : masa de la mesa bceg.

m, :  masa del sujeto.

k, constante de acoplamiento elas-
tico entre el beg y el medio am-

. biente.
fi(x) fuerzas de amortiguacion por

roce seco (coulombiano).

Se entiende por roce seco una fuerza
disipativa cuyo sentido depende del sig-
no de la velocidad de la masa que se mue-
ve y cuyo valor absoluto permanece cons-
tante (Fig. 1), en tanto que con amorti-
guacién viscosa dichas fuerzas son pro-
porcionales a la velocidad de la masa. Se
supone, ademas, que el centro de grave-
dad del sujeto se desplaza de acuerdo con
una funcidén periédica.

La ecuacién diferencial que describe el
movimiento del beg se determina por la
segunda ley de Newton y el principio
d’Alembert:

(ms+mb))€+f(x)+kbx=(ms+ mb)w2|Xc|senm (1)
donde:
%, (t) = — |X.| senot, siendo » la velocidad

angular de excitacion.

£(X)

+
H— T}~

-F

Fuerzas de roce coulombiano o seco, en de-
pendencia de la velocidad del mévil.

FiG. 1.
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a) Amplitud del movimiento de la mesa
del bceg.

La ecuacion (1), debido a la amorti-
guacién coulombiana, es no-lineal, de mo-
do que para frecuencias muy bajas el
movimiento puede ser periddico, pero no
sinusoidal; en cambio con frecuencias de
excitacion elevadas, el movimiento es, se-
gun Den Hartog (3) y Jacobsen (4), prac-
ticamente sinusoidal.

Es posible resolver la ecuacién (1) en
forma aproximada, utilizando un coefi-
ciente de roce viscoso que sea equivalen-
te al roce seco, de modo que la disipacion
de energia por ciclo sea igual en ambos
sistemas de amortiguacién. El coeficiente
de roce viscoso equivalente (Be) que se
obtiene asi no es una constante, sino que
depende de o y de la amplitud |x| del
movimiento de la mesa beg. La expresion
resultante para el coeficiente de roce
equivalente es:

4F

7wlixl

donde F=valor absoluto de la fuerza de
roce coulombiano.

Si se introduce el valor de B, de la ecua-
cion (2) en la ecuacidon (1), resulta:

m, X+ Be X+ kb)(: m, wzlxclsenwf

donde My= Mg+My (3

y Be* reemplaza a f(x)

En vista que primordialmente interesa
el desplazamiento de la mesa en régimen
estacionario (steady-state) y no en con-
diciones transitorias, se obtiene la siguien.
te expresién para la amplitud del despla-
zamiento del beg:

1

mthlxci[1< aF ﬂi
kb Trm'wzl)(cl, (4)

siendo: ©,=2x-f,
f,: frecuencia natural del beg=0,15 ¢/s
para nuestro beg.

Después de algunas transformaciones
se llega a la forma adimensional:
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(5

La ecuacion (5) —que define la razon
entre la amplitud del desplazamiento de
la mesalx| y el desplazamiento del ba-
ricentro corporal |x./—es funcién de la
frecuencia de excitacion f, de la magni-
tud del roce seco (F), de la amplitud del
desplazamiento del baricentro de la ma-
sa corporal [X. y de la masa total m,.

Se acepta que el desplazamiento maxi-
mo usual del baricentro de un individuo
de m,=74 Kg es |x./=0,005 cm; ademas,
por construccion, m,==12 Kg.F adoptara
sucesivamente valores de 400, 500, 1000,
2000, 3000, 4000 y 5000 [dinas]. Reempla-
zando estos valores en la ecuacién (5H)
se obtiene entonces una familia de cur-
vas para |xX|/|x.|=f(»), en las que F es
el parametro (Fig. 2).

20 1
18 A
16 1
e FRY
0 A lL00(dinas]
12 A
|
= 10
Xel
08
FR=3000 (dinas]
06
FR = £000 (dinas}
0.4 FR=5000 [dinas]
0.2
0 02 04 06 081 2 4 6§ 810

FRECUENCIA [c/s]

FIG. 2. Curvas caracteristicas de amplitud-frecuencia.

que indican cémo el desplazamiento del centro de gra-

vedad del sujeto es representado por el desplazamiento

de 1a mesa del bcg, con distintas fuerzas de amortigua-
cidén (Fy).

b) Desfasaje entre la mesa del beg y el
baricentro del sujeto

Ademas de las variaciones de amplitud
del beg es indispensable determinar el
desfasaje entre el desplazamiento del becg
y el desplazamiento del baricentro.
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Para una amortiguacion viscosa el an-
gulo de desfasaje (o) en un sistema osci-
lante de un grado de libertad esta dado
por:

a:arcrg—12Lr—2- (6)
-7
en que:
vy = razéon amortiguacion = p/Beit.
B=coeficiente de amortiguacion viscosa
(real).

B.ir.==coeficiente de amortiguaciéon criti-
co=2. (Km)'

r — (n/mn

Para roce seco es conveniente introdu-
cir de acuerdo con Myklestad (5) una
razon v, que es analoga a la del roce vis-
coso. Si se considera de nuevo un Bei.=
2 (Km)’s, resulta entonces que:

4F
v - Be . rwlX] (7)
¢ ch Z(Rb'mt)1/2

Si se utiliza la relacién general, valida
para un sistema que puede oscilar con un
grado de libertad, o,=[K,/m.]*, se lle-
ga después de algunas transformaciones a:

2F
Ye: ——1— 8
" )

Si se introducen (4) y (8) en la ecua-
cion (6) resulta finalmente para « :

1
<_.____)1 )
4F
vm,|Xc1

La ecuacién (9) que, al igual que la
ecuacién (5), es funciéon de o, F, m,, |x./,
se encuentra representada en la Fig. 3,
de modo que el angulo de desfasaje apa-
rece en funcion de la frecuencia de exci-
tacion f para las mismas condiciones ana-
lizadas anteriormente, siendo F el para-
metro.

El estudio de las Fig. 2 y 3 revela, que
la respuesta 6ptima del beg se lograria
con una fuerza de amortiguacién F=1.000

a=arctg

(9)
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FIG. 3. Curvas de desfase entre el movimiento del beg
v el centro de gravedad del sujeto, con distintas fuer-
zas de amortiguacién (Fp).

[dinas]. De acuerdo con Noordergraaf
(6), la amplitud del desplazamiento debe
ser practicamente constante en el margen
de frecuencias que interesa (entre 1 y
30 ciclos/seg), con una fluctuacién no
mayor del 25%; por otra parte el desfa-
saje no debe exceder a 15°. Estas condi-
ciones se cumplen en el presente beg a
partir de una frecuencia de excitacion de
0.5 ciclos/seg.

Simulacion analégica del sistema con
acomplamiento rigido.

c)

A fin de comprobar la exactitud de la
solucién aproximada de la ecuacién di-
ferencial (1) se estudié por medio de un
computador analogo electrénico (Donner,
modelo 3000). El circuito cerrado que
representa las caracteristicas del sistema
mesa-sujeto es excitado exteriormente
por un voltaje de frecuencia variable,
que simula el movimiento del centro de
gravedad. La amortiguaciéon de tipo cou-
lombiano se simula a su vez mediante 2

@__lbx

@

@ic X
£X)

ol

£(X)

FIG. 4. Diagrama de programacién para la solucidén
analdgica de la ecuaciéon mx + f(x) + kx = mx,.
analégica de la ecuacién mx 4 f(x) 4+ kx = mx..
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F1G. 5. Curvas de amplitud del movimiento del beg
en relacién al movimiento del centro de gravedad del
sujeto, obtenidas con el computador anilogo.

diodos conectados a la realimentacion de
un amplificador operacional (Fig. 4). Los
resultados obtenidos con el computador
analogo se han representado en la Fig.
5, siendo F el parametro, al igual que
en la Fig. 2. La comparacién de los resul-
tados obtenidos analiticamente (Fig. 2)
con los valores encontrados por medio
del computador analogo (Fig. 5) revela
que hay correspondencia muy satisfacto-
ria para los distintos valores de F.

2) LA MESA DEL BCG Y EL SUJETO ESTAN
ACOPLADOS EN FORMA VISCOELASTICA

En la Fig. 6 se ha representado un sis-
tema de dos masas acopladas viscoelasti-
camente, en que:

m, — masa del sujeto.

x.(t) = desplazamiento del centro de
gravedad del sujeto.

fi:(t) = fuerzas producidas por el des-
plazamiento del centro de gra-
vedad del sujeto = m Xs.

x,(t) = desplazamiento de un punto
cualquiera de la masa del su-
jeto.

k, = coeficiente de acoplamiento

By — coeficiente de amortiguacion
viscosa entre sujeto y bcg.

m,, masa del beg.

x,(t) = desplazamiento del beg.

ky — constante de acoplamiento

. elastico entre beg y ambiente.
f(x,) = fuerza de amortiguacién por

roce coulombiano entre beg y
el ammiente.
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FIG. 6. Representacién del conjunto sujeto-bcg, como
sistema de dos masas acopladas viscoelasticamente.

Cuando al sistema representado en la
Fig. 6 se aplica la segunda ley de New-
ton, resulta el siguiente sistema de ecua-
ciones diferenciales:

ms.’is*Bs(xs_xb)+ks(xs_’(b):meC (10)

mpxp+ fkp)ekpxp v Bsbxp=xg)+ kolxy-x)=0

a) amplitud y desfase de los movimien-
tos del sujeto y del beg.

En las ecuaciones (10), salvo f(x,), los
demas términos son lineales. Si se intro-
duce ahora el coeficiente de roce viscoso
equivalente al roce seco (coulombiano),
tal como se propuso para la ecuacién (2),
se obtiene la “linearizacion” del sistema
de ecuaciones:

Mg Xg+ Bslxg—xpdekolxg-xplamex,

(11)
Mp Xp+ B Xo+kp Xo* Belxgxg ) kglxp-xg170

Se supone que el centro de gravedad
del sujeto (baricentro) sigue una fun-
cion periddica definida por:

xczlxclei“” (12)

Si el sistema de ecuaciones (11) fuese
realmente lineal, los desplazamientos es-
tacionarios de la mesa y del sujeto tam-
bién serian periédicos, con un desfasaje
en relacion a x., de modo que:

J (13)

} (14)

en que @, y ¢, representan los angulos de
desfasaje de x, y x, respecto a x..

La introduccion de las expresiones (12)
y (13) en las ecuaciones (11) da lugar
a un nuevo sistema de ecuaciones:

xg= Xg el¥!
Xp= X, elw!

donde

Xg=lxglem1%s

Xp = Ixple=1%0

117

‘ib{ks*!“’ﬁs]*is [—msuz +jwBg+ k5]= - ms"‘c“ﬂz (15)
X

b[' My w?+ J“’Beb"}wﬁs*ks* kb]_is kg*ijs =0

Si se resuelve el sistema (15) para X,
y X, resulta:

~(kg+ jwBg) mew? Xl
D

(164)

Xy =

[kp e ke~ mpw? +Jo(ByeBe N mew? X (165)

Xg D

donde D representa el denominador que
aparece en la férmula (17).

El valor de §.,, que aparece en la ecua-
cién (16 a), representa una cantidad
compleja para cada valor de o, siendo su

valor absoluto igual a la amplitud de x,.
El angulo de fase (a,) se puede calcular
por los métodos convencionales. Debido
a que se ha introducido al valor del roce
viscoso equivalente e, = 4 F / [aix,l0],

la expresién (16 a) para X, no resuelve
explicitamente el problema, pues la in-
coégnita x, aparece en ambos miembros

Bey = 4F/[”];b[w]

de la ecuacién. La amplitud de x; se de-
fine por la siguiente ecuacién (18).

En vista de la complejidad algebraica
de la ecuacidon (18) no es conveniente

despejar el valor de 'x,' directamente,
sino que en cada caso particular es pre-
ferible introducir los valores numéricos.
Del mismo modo, para obtener el desfa-
saje «, del movimiento del bcg con res-
pecto al movimiento del centro de grave-
dad es necesario conocer previamente el
valor de 'x, en cada caso. El desfasaje
o, se obtiene de acuerdo a la siguien-
te relacidn:

(19}

ap:=orctg

donde R e I representan respectivamente
la parte real (R) e imaginaria (I) de la
ecuacion (16 a).

Si en las ecuaciones (18) y (19) se in-
troducen los datos de construccion y
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D=mpmgw? - [kpmg+(mpemelkgs By Beb]wz*kbks‘jw{kbﬁs*ksﬁeb' [(mb’ms)ﬁs”"sﬁeb}“z} {7,
(k2 v wiB2) XS0
IRl - (18)
Xp myw-w? {(ky+kglv :: ks}—mén?%l—‘+%; ka [AwsBs(hnm;Z)—wz TI;T + _m_sk:—&_.b_l WB;P:,J 2

los valores obtenidos por Noordergraaf
(6) mencionados a continuacién, es posi-
ble calcular para distintos valores de ©

el valor de f}?bf v o,

X, == 0,005 cm.

m, =74 kg.

k., =3,7x10* [g seg?].
B, = 8x10%[kg  seg|
m, —=O0kg,6kgyl2kg

kh

F

= 65,5 [kg - seg™], 70,8 [kg  seg?]
y 76,1 [kg - seg™]

Be,

= 1000 [dinas]

En la Fig. 7 se observa que la respues-

FRECUENCIA [c/s]

FiG. 7.

gravedad del sujeto (bcg), para 3 distintas masas del becg

50°

30° 4

Amplitud del desplazamiento del bcg en relacidn al desplazamiento del centro de

(F = 1000 dinas).

ds g A .

10+ 4 02 04 06 08 1 2

FRECUENCIA {¢/s]

my = 6

-ag* -

my = 12[kg)

FIG. 8. Desfase del movimiento de!l bcg respecto al movimiento del centro de gravedad del
sujeto, para 3 distintas masas del beg (F = 100 dinas).
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FIG. 9.

ta del beg seria casi perfecta para una
masa (m,) nula, por cuanto el cuociente

Ix,!/ix.| es practicamente igual a la uni-
dad a partir de 0,55 ciclos/s y hasta fre-
cuencias superiores a 50 ciclos/seg. Para
una masa de 12 kg, que es precisamente
la masa del beg construido por noostros, la
respuesta es adecuada a contar de 0,55
ciclos/seg. Si se acepta que en el beg de
desplazamiento interesan solamente las
bajas frecuencias, la limitacién que se
observa para frecuencias méas altas care-
ce de significado practico.

En cuanto al desfasaje (Fig. 8) se com-
prueba que para un limite de 15° de des-
fasaje, establecido por Noordergraaf (6)
como adecuado, las respuestas son satis-
factorias entre 0,55 ciclos/seg para una
masa del beg igual a 12 (kg).

Si en vez del desplazamiento (x,) de
la mesa beg, se calcula de acuerdo a la
ecuacion (16 b) el desplazamiento del

sujeto (x,) en funcién de la frecuencia
de excitacion, se obtienen los resultados

Amplitud del desplazamiento del sujeto, en relacidn al desplazamiento del centro de
gravedad, para 3 distintas masas del beg (F ==

1000 dinas).

que aparecen sintetizados en la Fig. (9);
se ha representado el desfasaje corres-
pondiente en la Fig. 10. Se constata en la
Fig. 9, que el desplazamiento de la masa

corporal (x.) y el desfasaje (u.) cum-
plen con los requisitos establecidos por
Noordergraaf (6) a partir de 0,5 ciclos/
seg hasta frecuencias superiores a 30 ci-
clos/seg.

Si se comparan estos resultados obte-
nidos para el registro del desplazamiento

del cuerpo del sujeto (x.) con aquellos

correspondientes al desplazamiento (x,)
de la mesa bcg, se comprueba que las di-
ferencias en las respuestas son notorias
cuando la frecuencia de excitacion es su-
perior a 10 ciclos/seg, en aque sé6lo el re-
gistro directo sigue teniendo una respues-
ta adecuada.

b)  Simulacion analdgica del sistema
beg-sujeto.

Si se utiliza el computador analogo pa-
ra analizar la respuesta estacionaria del

90°

70°

My« 12 [kg)
—— Mye 6 »
My= (Q =

FRECUENC

F1G. 10. Desfase del movimiento del sujeto

20 40 60

1A lcss]

respecto al movimiento del centro de gravedad,

para 3 distintas masas decl beg (F = 1000 dinas).
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beg es posible hacer la comparaciéon con
los resultados obtenidos analiticamente

para el desplazamiento de la mesa |x,/. El
diagrama de programacién aparece en la
Fig. 11. La computaciéon se realizé6 pa-
ra una masa (m,) de 12 (kg), observan-
dose en la Fig. 12 la respuesta del beg
para distintas frecuencias de excitacidn.
Si se compara la curva experimental de
la Fig. 12 con la correspondiente de la
Fig. 7, se observa una correspondencia
muy satisfactoria entre ambas, salvo pe-
quenas diferencias relativas en la magni-
tud de la respuesta.

SUMMARY

The present paper deals with the ope-
rational conditions of an ultra-low fre-
quency ballistocardiograph (beg), having
a natural fregquency of 0.15 cycles/sec,
with Coulomb or frictional damping.

The Coulomb damping system differs,
because of its discontinuous nature (Fig.
1), from the viscous damping, which is
commonly used in Ballistocardiography.
The theoretical problems derived from
this new technique, were studied both
from the analytical and the analogical
point of view.

The present analysis was performed in
two steps:

1) The beg-subject system was prima-
rily regarded as being a single degree of
freedom system, thus assuming a rigid
coupling between the beg and the sub-
ject. Due to the periodicity of the systo-
lic ejection, the subjet’s center of gravity,
or rather the subject’s mass around it,

12 1

C. PABST

s F1e)

N

s K6 Xb ; ) )
Xy -Xp -Xp Xy
%sbﬁiris) @ rl Q
U
?hs(xb'xs AP
e

@]

@—— (xh‘xs)
Ks o . .

@ N

05 (2%,

G

[F1G. 11. Diagrama de programacién para la solucién
analégica del sistema de ecuaciones diferenciales N° 10
(F = 1000 dinas, my == 12 Kg).

moves according to an harmonic function
of variable frequency. The application of
d’Alambert’s principle and Newton’s se-
cond law leads to a second order diffe-
rential equation (Eg. 1). The disconti-
nuous nature of Coulomb damping could
be simplified by the introduction of an
equivalent viscous damping coefficient,
as defined in (Eq. 2). By solving the “li-
nearized” equation (Eg. 3) for steady-
state conditions, it was possible to obtain
the amplitude of the beg displacements as
a function of different parameters (Eq. 4
and 5).

After the introduction of an equivalent
viscous damping ratio (Eq. 7), it was pos-
sible to study the phase-shift between the
beg and the movements of the center of
gravity (Eq. 9). Furthermore, the results
of equations 5 and 9 are shown in Fig. 2

0+~

0 02 04 06081

2 & 6 810 20 30

FRECUENCIA [c/s)

FIG. 12. Amplitud del desplazamiento del sujeto en relacién al movimiento del centro de
gravedad del sujeto (my, = 12 Kg. F = 1000 dinas), obtenida con ¢l computador analogo.
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and 3 for different Coulomb damping
forces.

In order to verify the analytical study,
the equation (1) was also solved by
means of an analog computer. The com-
puting diagram is shown in Fig. 4 and
the results are represented in Fig. 5, re-
vealing a remarkable similarity to those
values shown in Fig. 2.

As a conclusion, the optimal Coulomb
frictional damping force of 1000 dynes
was chosen for the beg constructed in our
laboratory.

2) As a second approach, the bcg-sub-
ject system was regarded as having two
degrees of freedom, i.e., a viscoelastic
coupling between both masses was as-
sumed (Fig. 6). By applying the same
physical laws, the differential equation
system (Eqg. 10) relates the movements
of beg subject and baricenter. The intro-
duction of an equivalent viscous damping
coefficient into {Eq. 10), causes its “li-
nearization” (Eq. 11). By using the com-
plex amplitude method (Eq. 12, 13 and
14), the steady-state movements both of
the subject and of the beg were obtained
(Eq. 16a and 16b). The absolute values
of the movements amplitude is defined
by (Eq. 18) and the phase-shift is deter-
mined by (Eq. 19). Fig. 7 and 8 repre-
sent the beg displacement and the phase-
shift for 3 different beg masses. Finally,
Fig. 9 and 10 show the subject’s body
displacements and the corresponding pha-
se-shift.

Comparing Fig. 7 and 9, a gradual un-
coupling of the subject and the beg mo-
vements is clearly shown, when the fre-
quencies are higher than 10 cycles/sec;
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the uncoupling is increased by greater
beg masses. For this reason, it may be
concluded that our bcg (12 kg mass)
meets the standard requirements up to 7
cycles/sec, when the displacement of the
beg is recorded. If the recording is done
directly on the subject, good results are
obtained well over 30 cycles/sec.

Some of the analytical conclusion were
checked by means of an analog computer,
by simulating the system shown in Fig.
6 and recording the beg “displacements”
for a becg mass of 12 kg. The computing
diagram is shown in Fig. 11, and the
steady-state displacement-frequency curve
in Fig. 12. On comparing Fig. 12 with
Fig. 7, for the same beg mass, a close si-
milarity between the two curves can be
observed.
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